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UPUTSTVO ZA TAKMICARE

e Vrijeme za rad: 240 minuta.

e RjeSenja zadataka neophodno je detaljno obrazloziti. RjeSenja koja ne budu

sadrzala potreban nivo obrazlozenja nece biti razmatrana.

e Raspodjela poena:

Zadatak 1.

Maksimalan broj poena 25

25

25

25

e Pribor za rad: geometrijski pribor, grafitna olovka, gumica i plava ili crna

hemijska olovka.

SRECNO!



ZADACI

1. Dokazati da jednatinu (m—1)3 +m3 + (m + 1)3 = 6", ne zadovoljava
nijedan par prirodnih brojeva (m,n), ako je n>4. Da li za n < 4 data
jednacina ima rjeSenja?

2. Neka je ABC ostrougli trougao i neka su CE, BD i AP visine datog trougla.
Kruznica sa precnikom DE sijeCe duzi AB i AC u tackama F i G, redom. Neka je
K tacka presjeka duzi FG i AP inekaje BC = 25,BD = 20i BE = 7. Izraunati
duZinu duzi AK.

3. Niz 1,2,1,2,2,1,2,2,2,1,2,2,2,2,1, ... je formiran tako S$to su najprije
napisane jedinice, a zatim je izmedu prve i druge jedinice umetnuta jedna
dvojka, izmedu druge i trece jedinice umetnute su dvije dvojke, izmedu trece i
Cetvrte umetnute su tri dvojke itd. Ako je sa a, oznaCen n-ti ¢lan niza,
izraCunati zbir a;a, + ayaz + - + a02302024-

4. Nekasu X,y iz duZine stranica trougla. Dokazati da vazi nejednakost
8(x2 + yz)(y? + x2) (2% + xy) > (x% + y? + 2z2)3.




RJESENJA ZADATAKA

1. Pretpostavimo da postoji par (m,n), n > 4, koji zadovoljava datu jednacinu.
Kako je 6™ paran broj, to slijedi da je i m paran. Dakle, m = 2k za neki prirodan
broj k.

Dobijamo
6" = 2k —1)3+ (2k)3 + 2k + 1)3

=12k(2k? + 1)

=223 -k(2k? + 1).
Slijedi, 22 - 3"1 = k(2k? + 1). Brojevi k i 2k? + 1 su otigledno uzajamno
prosti, pavazi 22 = ki3"! = 2k? + 1.Slijedidaje 3" 1 = 223 4+ 1.Kako
je 223 41 =22n"8+5 4 1 > 4n*.32 > 3"*.27=3""1  dobijamo
kontradikciju.
Zan = 1 otigledno nema rjedenja, dok zan = 2 vazi 62 = 13+ 23 + 33 i za
n = 3,63 =33+ 43 + 53, Dakle, zan < 4, riedenjasu (2,2) i (4,3).

2. Koristedi Pitagorinu teoremu i podatke BC = 25, BD = 20i BE =7,
dobijamo da je

CD = +/BC%2 — BD2 =625 — 400 = V225 = 15

CE = VBC? — BE2 =625 — 49 = /576 = 24.

Kako je ZADB = £AEC = 90°, to slijedi

C
AADB ~ AAEC,
pa vazi
AD BD AB
AE CE AC
Slijedi
AD 5
AE 6
i
AB AE+7 5

AC AD+15 6

Rjesavajuci dati sistem jednacina dobijamo AD = 15 i AE = 18. Slijedi da je

AB = BC i tacka D je srediste duzi AC, odnsosno hipotenuze pravouglog

trougla AAEC, pa je DE = AZ—C = 15.

Kako je DE precnik kruznice, to je £DFE = 90°, kao periferijski ugao nad
pre¢nikom i AD = DE, slijedi da je AF = %E = 9.

Cetvorougao EBCD je tetivan, jer je ZBEC = £CDB = 90°. Cetvorougao
FEDG je tetivan, po uslovima zadatka, pa je
2AFG = 180° — LEFG = £GDE = 180° — LEDC = £CBE,



pa dobijamo da je GF || CB.
Slijedi,
AK AF
AP AB
Kako je AB = BC, slijedi da je AP = CE = 24. Dobijamo

K_AF-AP_216
~  AB 25"

Kako u nizu ne postoje susjedne jedinice, to je svaki sabirak a;a;,; jednak 2 ili
4. Pozicije jedinica u nizu su 1, 3, 6, 10, ..... Oznacimo sa f(n) poziciju n-te
jedinice. Vazi f(1) =1,

f2)=3=2+1=2+ f(1),

f3)=6=3+3=3+ f(2),
pa zakljuéujemo davazi f(n) =n+ f(n — 1).
Slijedi

f(MW=n+fn-1)

=n+n—-1+f(n—-2)

=n+n—-1+--+2+1
_nn+1)

2
Kako je f(63) = 63’% = 2016 i f(64) = 64 + 2016 = 2080, slijedi da se u

prvih 2024 ¢lana niza nalaze ta¢no 63 jedinice, a preostale su dvojke.
Akojea, = 1,ondajeay,; =2iag_; =2,zak > 1, pasvaka jednica u nizu
odreduje dvije dvojke u zbiru (zbog dvije susjedne dvojke), osim prve jedinice,
jer ona ima samo jednu susjednu dvojku.
Dakle, broj dvojki u zbiru je 62 -2 4+ 1 = 125, a ostali sabirci su jednaki 4.
Slijedi da je trazeni zbir

4-2023 —2-125 = 7842.

Dovoljno je dokazati da vazi
2 2 2
X<+ +z
hyys EETHE
Data nejednakost je ekvivalentna sa
2x% + 2yz > x% + y? + 22
& x? > y?—2yz+z% = (y —2)*?
S x> |y —z|,
a posljednja nejednakost je tac¢na, jer vazi nejednakost trougla.



