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UPUTSTVO ZA TAKMICARE

e Vrijeme za rad: 240 minuta.

e Rjesenja zadataka neophodno je detaljno obrazloziti. RjeSenja koja ne
budu sadrzala potreban nivo obrazlozenja nece biti razmatrana.

e Raspodjela poena

Zadatak 1 2 3 4
Maksimalan broj poena 25 25 25 25

e Pribor za rad geometrijski pribor, grafitna olovka, gumica i plava ili crna
hemijska olovka.

SRECNO!



ZADACI

1. odrediti sve prirodne brojeve m, n, k tako da vazi
1+5"=2m45.2k

2. Odrediti sve funkcije f: N, — N, za koje vazi da je

fO&A)-fOH) =fx+y) flx—y),
zax,y €ENg, x > y.

Napomena: Skup N, je skup prirodnih brojeva zajedno sa nulom.

3. U tabeli dimenzijan X n, n = 2, neki kvadrati su obojeni crnom bojom, a ostali
bijelom bojom. Bojenje zovemo pravilnim ako za svake dvije izabrane kolone i
svake dvije izabrane vrste Cetiri kvadrata koji se nalaze na presjeku tih kolona i
vrsta nijesu svi obojeni istom bojom. Dokazati da je n < 4.

4.u trouglu AABC bisektrisa ugla 2CAB sijece stranicu BC u tacki L. Na
stranicama AC i AB izabrane su tacke M i N, respektivno, tako da se duzi
AL,BM i CN sijeku u jednoj tackii ZAMN = £ALB. Dokazati da je ZNML

prav.




RIESENJA ZADATAKA

1. Posmatrajudi ostatak lijeve i desne strane jednakosti pri dijeljenju sa 5,
dobijamo da 2™ daje ostatak 1. Jednostavno zaklju¢ujemo da broj m mora biti djeljiv
sa4 (21 =1,22=4,2%=3,2* =1 mod5),tj. m = 4m,, zam, € N.
Neka je k > 2. Tada je desna strana jednakosti djeljiva sa 4, jer je m = 4. Medutim,
to nije moguce: kako 5™ daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 4, to 1 + 5™ daje ostatak 2
pri dijeljenju sa 4.
Dakle, k = 1 pa nasa jednacina dobija oblik

5" — 241 =9,

Kako 24™1 = 16™ daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 3, to slijedi da 5" daje ostatatak 1
pri dijeljenju sa 3, Sto povlaci da je n paran, tj. n = 2n,;, n, € N. Odavde, dobijamo
daje

9 = (5™ — 22M1) . (5™ 4 22M1),

Kako su oba dobijena faktora broja 9 prirodni brojevi i kako je 5™ + 22™1 > 5™ —
22™M1 dobijamo sistem

51 — 22m1 — 1'

5™ 4 22M1 =9,

Sabiranjem jednacina dobijase 2 -5™ = 10, odnosnon, = 1. To povladin = 2i
m,; = 1, odnosno m = 4. Dakle, jednacina ima samo jedno rjeSenje ito (m,n, k) =
(4,2,1).

2. Uvrstavajuci par (x,y) = (0,0) dobijamo

0 = £(0%) — £(0%) = f(0) - f(0),
odakle slijedi da je f(0) = 0.
Dalje, za par (x,y) = (x,0) imamo

f&x®) —f(0%) =f(x)?,
f)? = f(x?),zax € N,. (1)

Odnosno

Specijalno, za x = 1 dobijamo f(1) = f(1)?, pa razlikujemo dva sluéaja.

e f(=0
Zapar (x,y) = (n + 1,n) imamo
flln+1)?)—f(n*) =f2n+1)-f(1) =0,
$to povlacidaje f((n + 1)%) = f(n?), azajedno sa (1) daje f(n + 1) =
f(n), jer funkcija f uzima nenegativne vrijednosti. Dakle, f je konstantna
funkcija, pa je f(n) = 0,Vn € Ny. Primijetimo da ova funkcija zaista
zadovoljava uslov zadatka.

e f(D=1
Neka je f(2) = m € Ny.Tada za (x,y) = (2,1) imamo



m?—1=f(2)* -1
=% - (1%
=fAf =fQ3).

Kako je f(4) = f(22) = f(2)? = m?, zapar (x,y) = (3,1) dobijamo

(m?-1)?-1=f(3)* -1
=f(3) - f(1%)
=ff (@) =m?,

Odnosno m* —m3 — 2m? = 0.
Kako je m* — m3 — 2m? = m?(m? — m — 2), moguée vrijednostizamsum = 0 i
m=2,jerm=-1¢&N,.

i) m=20
Tada f(3) = —1 & N, pa ovaj slucaj nije moguc.

ii) m=2
Indukcijom dokazujemo da je f(n) = n,Vn € N,.
Neka je tvrdenje tacno za k < n, gdje je n > 2. Dokazujemo tvrdenjezak = n + 1.
Za par (x,y) = (n,1) imamo
f@)-fA) =fn+Df(n—-1)
=f(n+ 1 -1),

odnosno
fn+1) -(n—-1)=fn)* -1
=n?-1
=n+1mn-1).

Kakojen —1 # 0,toje f(n+ 1) = n + 1, sto je trebalo dokazati.
Primijetimo da i funkcija f(n) = n,Vn € N, zadovoljava uslov zadatka, pa je i ona
rieSenje zadatka.

3. Sljedeca tabela sadrzi primjere pravilnog bojenja u dimenzijama 2x2,3x3 i
4x4, sto se vidi direktnom provjerom.

Pretpostavimo da postoji pravilno bojenje tabele dimenzije 5 X 5. U svakoj vrsti
tabele jedna boja se pojavljuje barem tri puta. Takode, jedna boja, recimo crna,
(anologno se radi ako je bijela), je zastupljena viSe od bijele boje u bar tri vrste,



odnosno u te tri vrste se pojavljuje barem tri puta. Posmatramo samo tri takve vrste
(zanemarimo preostale dvije). Zakljucujemo da je u te tri vrste od ukupno 15 polja,
barem 9 obojeno crnom bojom.

Ako postoji kolona u kojoj su sva tri polja (iz izabranih vrsta) obojena crnom bojom,
tada u svakoj drugoj koloni postoji najviSe jedno crno polje, inace bismo imali Cetiri
kvadrata iste boje, pa bojenje ne bi bilo pravilno. Medutim, u tom slucaju broj crnih
poljautetrivrstejeneviseod3+1+1+1+1=7<9,stonije tacno. Zato, u
svakoj od ovih kolona najvise dva polja (iz izabranih vrsta) su obojena crnom bojom.
Posmatramo sada broj kolona sa ta¢no dva crna polja u ove tri vrste. Ako takvih
kolona ima barem cetiri, tada postoje dvije kolone u kojima je raspodjela crnih polja
ista (postoje tri moguce raspodjele “12”, “13”, “23"”), pa bi postojala Cetiri crno
obojena kvadrata iz uslova zadatka. Dakle, najvise tri kolone imaju po dva crna polja,
pa je ukupan broj crnih polja u tom slucajuneve¢iod2+2+2+1+1=8<9,
Sto nije tacno.

Zakljucujemo, da u tabeli dimenzija 5 X 5 ne postoji pravilno bojenje. Lako je
primijetiti da pravilno bojenje ne postoji ni za tabelu dimenzijan X n,zan = 5, jer bi
tada imali pravilno bojenje i za bilo koju “podtabelu” dimenzija 5 X 5.

4, Neka je T presjek prave MN i BC.

Kako je ZALT = £AMT, to je Cetvorougao ATLM tetivan, odakle slijedi
£NML = £TML = £TAL.

Dovoljno je dokazati da je T AL prav sto je ekvivalentno sa ¢injenicom da je AT
bisektrisa spoljasnjeg ugla kod tjemena A trougla ABC, jer u svakom trouglu ugao
izmedu bisektrise unutrasnjeg ugla i bisektrise spoljasnjeg ugla je prav.



Kako se AL, BM i CN sijeku u jednoj tacki, iz Cevijeve teoreme imamo da je

IBL| |CM]| |AN| _
|ILC| |MA| |NB|

(1)

Takode, kako su tacke M € p(AC),N € p(AB) iT € p(BC) kolinearne, iz
Menelajeve teoreme imamo

ICM| |AN| |BT|

. . = 2
Al INBI ITC] @
1z (1) i (2) slijedi
|BL| |BT|
T =TT 3
[LC| |TC|
Kako je L presjek bisektrise ZCAB i stranice BC to vaii i
|BL| _ |AB| 4
ILC| — |AC|’ )
$to zajedno sa (3) daje
|BT| |AB|
= 5)
ITC| |AC|

Poslednja jednakost je ekvivalentna sa Cinjenicom da je AT bisektrisa spoljasnjeg
ugla kod tjemena A trougla ABC, sto je i trebalo dokazati.



