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UPUTSTVO ZA TAKMICARE

e Vrijeme za rad: 180 minuta.

e RjeSenja zadataka neophodno je detaljno obrazloZiti. RjeSenja koja ne budu

sadrzala potreban nivo obrazlozenja neée biti razmatrana.

e Raspodjela poena:

Zadatak 1.

Maksimalan broj poena 25

25

25

25

e Pribor za rad: hemijska olovka.

SRECNO!




ZADACI

1. Dokazati da za svaka dva pozitivna broja x i Yy, x <y, vaii

X+Jy2+2<y++x%2+2

2. Ako za cijele brojeve m, n, k i [ vazi jednakost m? + n? + k2 = [2, tada je broj
mnk djeljiv sa 4. Dokazati.

3. Na stranicama AB i BC trougla AABC izabrane su redom tacke P i Q takve da je
PQ |l AC.Duzi AQ i PC se sijeku u tacki O, i vazi AP = AO i PQ = QC. Dokazati
daje AQ = PB.

4. Kvadratna tabla dimenzije 50x50 podijeljena je na 2500 malih kvadratiéa
dimenzije 1x1. Koliki je minimalan broj malih kvadrati¢a koje treba obojiti tako
da svaki pravougaonik dimenzija 1x6, obrazovan od Sest kvadrati¢a na ovoj tabli
(horizontalnih ili vertikalnih), sadrzi bar jedan obojeni kvadratié?




1.

RJESENJA ZADATAKA

Kako sa obje strane nejednakosti imamo pozitivne brojeve, kvadriranjem lijeve i
desne strane znak nejednakosti ostace nepromijenjen. Dobijamo

X2+ 2x\y2 +24+y2 +2 <y? +2yJx2+2+x%+2

Anuliranjem istih elemenata sa lijeve i desne strane nejednakosti dobijamo

2xyy? +2 <2yx%+2
Sto, nakon dijeljenja sa 2 i jos jednog kvadriranja, postaje

x2(y2+2) <y?(x?+2)
Iz posljednje nejednakosti se trivijalno dobija x? < y?, $to je tacno, jer je
0<x<y.

Dovoljno je dokazati da su bar dva od brojeva m, n i k parni.

Primijetimo, da ako je cio brojx paran (x = 2k), tada je x? = 4k?, tj. x? je
djeljiv sa 4. Ako je cio broj x neparan (x = 2k + 1), tada je x? = 4k? + 4k + 1,
tj. x2 daje ostatak 1 pri dijeljenju sa 4.

Dokazimo da se medu brojevima m, n i k ne moze naci vise od jedan neparan
broj. Ako bi svi bili neparni, tada bi broj m? + n? + k? pri dijeljenju sa 4 dao
ostatak 3, sto je nemogudce, jer [? pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 0 ili 1. Ako bi
dva medu njima bila neparna, tada bi broj m? + n? + k? pri dijeljenju sa 4 dao
ostatak 2, sto je nemoguce, jer [? pri dijeljenju sa 4 daje ostatak 0 ili 1.

Dakle, bar dva medju brojevima m, ni k su parni, pa je njihov proizvod mnk
djeljiv sa 4.

Ocigledno, iz paralelnosti duzi PQ i AC slijedi da je ZBQP = £BCA (uglovi sa
paralelnim kracima). Dalje, oznac¢imo £0QC = a, £QC0O=x i £C0Q = y. Vaii
a=180°—x —y. Kako je trougao APQC jednakokraki, to je 2CPQ =
2QCP = £QCO = x. Pored toga, kako je i trougao AAPO jednakokraki, vazi
£LAPO = £POA = £C0Q = y.Odavde je £QPB =180° —x —y = «.

Dakle, za trouglove AAQC i APBQ vaii: PQ = QC, £QCA = £BQP i LAQC =
20QC = £QPB = a, pa su po stavu USU oni podudarni. Odavde slijedi da je
AQ = PB.



4. Tablu mozemo podijeliti na Cetiri pravougaonika dimenzija 24x26 i na centralni
kvadrat dimenzija 2x2. Svaki pravougaonik moZemo podijeliti na 4-26
pravougaonika dimenzija 1x6, pa je potrebno obojiti bar 4-4-26 = 416

kvadratica.
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Dokazimo da je to i dovoljno. Obojimo sve kvadratice na paralelnim
dijagonalama duzina 5, 11, 17, 23, 29, 35, 41, 47. Ovakvo bojenje zadovoljava
uslove zadatka, a obojili smo2-(5+ 11+ 17+ 23 +29+35+41+47) =

416 kvadratica.



