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Vrijeme za rad: 240 minuta.

RjeSenja zadataka neophodno je detaljno obrazloziti. Rjesenja koja
ne budu sadrzala potreban nivo obrazlozenja nece biti razmatrana.
Raspodjela poena:

Zadatak 1. 2. 3. 4.
Maksimalan 25 25 25 25
broj poena

Pribor za rad: hemijska olovka.

SRECNO!



ZADACI

1. pokazati da za sve pozitivne realne brojeve x,y,z vazi
1+x 1+yz 1+ xz
A L
z X

>Vx2 +2+Jy2+2 ++/22 + 2.

2. Odrediti najmaniji prirodan broj n > 1 tako da je kvadratna sredina prvih n
prirodnih brojeva prirodan broj.
Napomena: Kvadratna sredina brojeva a4, a,, ..., a,, je broj

a?+-+a?
—.

3. Dat je trougao ABC sa najkra¢om stranicom BC. Neka je M tacka na stranici
AB i N tacka na stranici AC tako da je £ZMCB = £NBC = £BAC. Dokazati da
je prava koja prolazi kroz centar opisane kruznice trougla ABC i centar opisane
kruZznice trougla AMN normalna na BC.

4. Neka je A skup od 2022 tacke u ravni. Svake dvije tacke skupa A su na
rastojanju barem 1. Dokazati da skup A sadrzi podskup B od 253 tacke tako da
su svake dvije tacke iz skupa B na rastojanju barem /3.




RJESENJA

1. Zapisujemo lijevu stranu u sljedeé¢em obliku

1+xy 1+yz 1+xz 1 1 1 1 1 1
L= + + =(—+—+—)+xyz(—2+—+—>.
z x y X vy z x4y

Koristedi tri puta nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine imamo da je

1 1 2
x%  y2 " xy
1 1 2
x2  z2 " x7
1 4 1 2
y2 7% yz

Sumirajudi lijeve strane dobijamo da je
1 1 1 1 1 1

—+—=+==>—+—+—
x?  y? z? " xy xz yz
odnosno

L>(1+1+1)+( +y+ )—( +1)+( +1>+( +1>
_xyzxyz_xxyyzz'

Dalje, kako je
1\ 2, 1 2
(a+—) =a +—2+2>a + 2,
a a
to zasve a > 0 vaii

1
a+a>\/a2+2.

Slijedi da je

L>Jx2+24+y2+2+/z2+2.

2. Kakoje 12 + 22 + .-+ n? = w, zan € N, (dokaz se moze izvesti

matematickom indukcijom), uslov zadatka je ekvivalentan uslovu da je
(n+1)(2n+1) =6k? zak €N.

U odnosu na ostatak broja n pri djeljenju sa 6 imamo 6 slucajeva:

1. n=6l
nm+1D2n+1)=(6l+1)(12l+1) = 6(121%> + 3]) + 1.

2. n=6l+1
n+1DC2n+1) =((6l+2)121+3)=63B1+1)(4l+1).

3. n=6l+2



(m+1)@2n+1) = (6l+3)(121+5) = 6(12[*> + 111 + 2) + 3.

4, n=6l4+3
m+1)@2n+1)=(6l+4)(121+7) = 6(121> + 151 + 4) + 4.

5. n=6l+4
m+1)2n+1)=(6l+5)(121 +9) = 6(121> + 191 + 7) + 3.

6. n=6l+5
nm+1D)2n+1)=(6l+6)A2l+11) =61+ 1)(12l +11).

Zaklju¢ujemodajen =6l + 1ilin =6l + 5.

a) n=6l+5

Slijedidaje k? = (I +1)(121 + 11). Kako je 12(1 + 1) — 1(121 + 11) = 1, to su
brojevi 121 + 11il + 1 uzajamno prosti, pa su oba broja potpuni kvadrati (kvadrati
nekog prirodnog broja): [ + 1 = a?, 121 + 11 = b?. Odavde slijedi da je 12a® = 1 +
b2, $to nije moguce jer je lijeva strana djeljiva sa 4, a desna nije (kvadrat prirodnog
broja daje ostatak 0 ili 1 pri djeljenju sa 4).

b) n=6l+1
Analogno, iz k? = (31 + 1)(4l + 1) i €injenice da su brojevi 31 + 1 i 4l + 1 uzajamno
prosti, imamo da su oba broja potpuni kvadrati. Slijedi da je 4a? = 3b% + 1 (a® = 31 +
1; b% = 4l + 1), $to je ekvivalentno sa

(2a—1)(2a + 1) = 3b2. (1)
Trazimo najmanje a sa ovim svojstvom. Zaa = 1 imamo dajel = 0, odnosnon = 1, sto
nije nas slucaj.
Primijetimo da se svi prosti faktori lijeve strane u (1), osim eventualno 3, pojavljuju sa
parnim eksponentom (zbog ¢lana b?). Ali, za sve brojeve a € {2,3,...,12} ili je 2a — 1 ili
je 2a + 1 prost broj, pa to nije ispunjeno. Za a = 13,imamo da je b = 15, odnosno
zadovoljena je jednakost (1). Dobijamo da je | = 56.Dakle, 31 + 1i 4l + 1 su potpuni
kvadrati. Kona¢no n=337.

Posmatramo simetralu s stranice BC. Centar opisane kruznice trougla ABC, jasno,
pripada pravoj s. Neka je O centar opisane kruznice k trougla AMN. Dovoljno je
dokazati da O pripada pravoj s, odnosno da je OB = OC.



lz£MCB = £BAC i £CBM = £CBA slijedi da su trouglovi ABC i CBM slic¢ni.
Analogno se dokazuje da su trouglovi ABC i BNC sli¢ni.

Odavde slijedi da je

BC BM

BA ~ BC
i

CB _CN

CA CB

odnosno BC?2 = BA-BM iBC? = CA - CN.

Kako je BA - BM potencija tacke B u odnosu na krug k, a CA - CN potencija tacke C u
odnosu na isti krug, to je
BC? = 0B? —1?,
odnosno
BC?=0C%?—1?,
gdje je r poluprecnik kruznice k. Odavde slijedi OB = OC, sto je i trebalo dokazati.

« Nekaje P € Aipravap takva da P € pida su sve ostale tacke skupa A sa jedne strane
4. NekajePeAi ptakvadaP € pid le tatke skupa A sa jed
prave p. Neka je D zatvoreni polukrug sa centrom u tacki P, pre¢nikom na pravoj p,

poluprecnika \/3, sa one strane prave p sa koje je i skup A. Podijelimo polukrug na

. eve s
sedam ugaonih sektora ugaone velitine >



Dokazaéemo da svaki sektor sadrzi najvise jednu tacku iz skupa A osim tacke P.
Pretpostavimo suprotno: postoji ugaoni sektor koji sadrzi barem dvije razli¢ite tacke iz
skupa A. Kako su te tacke na rastojanju barem 1 od tacke P, onda se te tacke nalaze u

nekom , krivolinijskom Cetvorouglu” kao sa slike.

Primijetimo da najvece rastojanje izmedu dvije tacke iz tog , krivolinijskog ¢etvorougla”
je rastojanje izmedu tacaka M i N. Postavimo koordinatni sistem sa pocetkom u tacki P,
tako da je poluprava PM pozitivni dio x-ose. Tada je M(1,0), a

N (\/§ cos (g) ,/3sin (g)) Imamo da je

|IMN| = \](1 —+/3cos (g))z + (\/§sin (;))2 = \/4 — 2v/3 cos (;) .

Kako je cos (g) > cos (%) = ?

, to je

IMN| <V4 -3 =1,
$to nije mogude iz uslova zadatka. Dakle, nas polukrug sadrzi najviSe osam tacaka.
Ako izbriSemo sve tacke iz ovog polukruga ostaje nam najvise 2014 tacaka. Nastavljajuci
postupak, poslije konacnog broja koraka izbrisaéemo sve tacke naseg skupa
A. Primijetimo da je za brisanje svih tacaka potrebno barem % koraka, tj. barem 253
koraka. Za skup B posmatramo centre odgovarajucih polukrugova iz svake iteracije.
Tacke skupa B zadovoljavaju trazeni uslov, jer u suprotnom, ako bi rastojanje izmedu
dvije tacke skupa B bilo manje od V3, tada bi jedna od tih tacaka bila izbrisana tokom
odgovarajuce iteracije kada je druga tacka centar polukruga.



