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e Vrijeme za rad: 240 minuta.

e RjeSenja zadataka neophodno je detaljno obrazlozZiti. RjeSenja koja
sadrZala potreban nivo obrazloZenja nece biti razmatrana.

e Raspodjela poena:

ne budu

Zadatak 1.

Maksimalan broj poena 25

25

25

25

e Pribor za rad: hemijska olovka.

SRECNO!




ZADACI

1. Prirodan broj nazivamo simpati¢nim ako je djeljiv sa proizvodom svojih cifara. Nadi
najvedi simpaticni trocifreni broj.

2. Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod tjemena C. Neka je D srediste
katete AC i E podnoZje normale iz C na BD. Dokazati da je tangenta u tacki C na

opisanu kruznicu trougla AEC normalna na AB.

3. Koliko uredenih trojki (x,y, z) cijelih brojeva zadovoljava nejednakost

x2+y*+z2<x+y+z+2?

4. Neka je dat skup A ={1,2,...,k2+k +2} i neka su S, S,, ..., S podskupovi tog
skupa, takvidavazi |S;| = k? + i+ 1,zai = 1,2, ..., k. Dokazati da skup
$iNS,N..n S

sadrzi bar dva uzastopna broja.
Napomena: sa | X| je oznacen broj elemenata konac¢nog skupa X.




1.
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RJESENJA ZADATAKA

Oznacimo sa n = abc najveci simpaticni trocifreni broj. Jasno je da n ne moze
sadrzati nulu kao cifru.

Ako bi vazilo da je a = 9, onda je n djeljiv sa 9. Kako najvedi trocifreni broj 999 nije
djeljivsa 9 -9 -9, to je zbir cifara broja n jednak 18 (jasno je da ne moze biti 9, a ni
27). Uoc¢imo da je sada tacno jedna od cifara b ili ¢ parna (jer je cifra a neparna). Ako
bi cifra ¢ bila neparna, onda bi n bio neparan broj, a to nije mogude, jer bi cifra b bila
parna, pa n u tom slucaju ne bi bio djeljiv sa proizvodom svojih cifara. Dakle, cifra ¢
je parna. Dobijamo kandidate za najveéi simpaticni trocifreni broj ¢ija je cifra stotina
9, a Ciji je zbir cifara 18: 972, 954, 936 i 918, ali ni jedan ne zadovoljava uslov da je
djeljiv sa proizvodom svojih cifara.

Ako je a = 8, onda je n djeljiv sa 8, pa je cifra jedinica, c, parna. Slijedi da je proizvod
cifara broja n, a samim tim i broj n, djeljiv sa 16. Kandidati za najveéi simpaticni
trocifreni broj su sada: 896, 864, 848, 832 i 816. Provjerom se utvrduje da jedino 816
zadovoljava uslov da je djeljiv sa proizvodom svojih cifara, pa je to najveci simpaticni
trocifreni broj.

Neka je T tacka presjeka tangente u C i prave AB. Dokaza¢emo da je £BTC = 90°.

Kako je ZBCD = 90° = £LCED i
2CDB = £CDE slijedi da su trouglovi
BCD i CED sli¢ni (Il stav slicnosti
trouglova). Slijedi da je

“ DC DE
b DB DC’
pa kako je DA = DC, dobijamo
DA DE )
£ DB DA M

i~ 1 3

Kako je ZBDA = £EDA i vaiZi (1), to na osnovu prvog stava slicnosti trouglova slijedi
da vazi

AADE~ABDA.
Dobijamo £ABD = £EAD.

Ugao odreden tetivom EC i tangentom TC podudaran je periferijskom uglu nad
tetivom EC, odnosno

LEAD = LEAC = £TCE,
pa je

£LTCE = £ABD = 4TBE.
Slijedi da je cCetvorougao BCET tetivan. Zato je £BTC = 4CEB, kao periferijski
uglovi nad istom tetivom, pa je ZBTC = 90°.



3.

Data nejednakost je ekvivalentna nejednakosti
2x—1)2+Q2y—1)?*+(2z—-1)?> < 11.

Kako su 2x — 1,2y — 1i 2z — 1 neparni cijeli brojevi, to sabirci na lijevoj strani mogu
biti: tri sabirka jednaka 1, ili dva sabirka jednaka 1 i jedan sabirak jednak 9. Slijedi da
su sva tri broja x, y, z iz skupa {0,1}, ili su ta¢no dva od brojeva x, y, z iz tog skupa, a
treéi je jednak -1 ili 2. TraZeni broj uredenih trojki za prvi sluéaj je 23. U drugom
slu¢aju, od tri broja biramo jedan koji ¢e biti iz skupa {—1,2}, a preostala dva broja su
iz skupa {0,1}, pa je broj uredenih trojki u ovom sluéaju 3 - 23. Dakle, ukupan broj
uredenih trojki koje zadovoljavaju uslov zadatka je

23 +3-2%3=32.

Kako je |Sk| = k? + k + 1, to se u skupu S, nalaze svi osim jednog elementa iz A.
Analogno, u S,_; se nalaze svi osim dva elementa iz 4, itd. u S; se nalaze svi osim
k elemenata iz A. Slijedi da skup S =S5; NS, N..N S, sadrZi sve osim najvise

1424 -4 k= KD

elemenataiz 4, paje
k-(k+1) k*+k+4
2 B 2 '

S| >k?*+k+2—

Nekaje S = {a;,a,, ...,ay}, pricemuvazil < a; < a, < < a,, < k?’+k + 2.
Pretpostavimo suprotno tj. pretpostavimo da S ne sadrZi uzastopne brojeve. Tada je
aiy1—a; =2,zai =1,2,...,m — 1. Slijedi da je
am = a;+2(m—1)
<k2 +k+4 )
>1+2|——-—-1
2
=k*+k+3,
Sto je nemogucée. Dakle, S mora sadrzati bar dva uzastopna broja.



