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Vrijeme za rad: 240 minuta.

RjeSenja zadataka neophodno je detaljno obrazloziti. RjeSenja
koja ne budu sadrzala potfreban nivo obrazlozenja nece biti
razmatrana.

Raspodjela poena:

Zadatak 1. 2. 3. =
Maksimalan broj 25 25 25 25
poena

Pribor za rad: hemijska olovka.
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ZADACI

. Da li postoje prirodni brojevi m i n takvi da je
m
3"-m

prirodan broj¢ Odgovor detaljno obrazloziti.

. Neka je ABCD konveksan cetvorougao sa AB=BD i CD=DA.
Neka je X taCka presjeka bisekirise ugla ZADB i stranice ABi Y
tacka presjeka bisektrise ugla ZCDB istranice BC. Ako je AB=q i
CD=b izracunati duzinu poluprec¢nika opisanog kruga trougla

DXY.

. Odrediti sve polinome P(x) stepena >2, tako da su za sve
S.S,.5, €R za koje vazi s, +5s,+5s, =0, tacke (s,.P(s;)), (S,.P(Sy)) i

(s5.P(s3)) kolinearne.

. Za skup S, S<{12,.....n}, kazemo da je zanimljiv ako je najmaniji

element skupa S jednak broju elemenata u skupu S. Na primjer,
skup §$={3.7.8} je zanimljiv. Oznacimo sa d, broj svih zanimljivih

podskupova skupa {12,....n}. Dokazati da za svako neN vaz
nejednakost

1
Nd,, 2T+ f{/d_

n+1




RJESENJA ZADATAKA

1. Pretpostavimo da postoje m,n,k eN tako da je
m

=K.
3"—m

m
3"-m
NZD(k?,k* +1) =1, to slijedi da k? +1 dijeli 3",1j. k> +1=3° za neko
se{l2,...n}. Dobijomo da vazi k*+1=0 (mod 3), odnosno
k?=2 (mod 3), a to nije moguce, jer kvadrat prirodnog broja
daje ostatak O ili 1 pri dielienju sa 3. Dakle, ni za jedan par

Tada je

=k?, odnosno m-(k*+1)=k*-3". Kako je

prirodnih brojeva (m,n) broj mm nije prirodan.

3ﬂ

2. Koristedi teoremu o bisekdrisi dobijamo

D DA_AX , DB_BY
DB XB DC YC’
Slijedidaje
CD_AX ; CD_YC

DB XB DB BY'

4 pa dobijamo

’ BX _BY
—=——, afo na osnovu obrnute
XA YC

Talesove teoreme poviacidaje XY | AC.
Povucimo kroz X pravu paralelnu sa AD i neka je S presjek ove
prave sa BD. Tada vazi
ZADX =2BDX i ZADX = «£DXS,

pa je frougao DXS jednakokraki sa SX = SD.
Kako je trougao ABD jednakokraki, toje AX=SD i XB = SB.
Slijedi,

BY XB BS

YC AX SD
pa je «£SDY =2YDC=«SYD, a to poviaci da je trougao SYD
jednakokraki sa SY = SD. Dobili smo da vazi SX=8Y =8D, paje S
centar opisanog kruga trougla DXY.

= YS|CD,

Kako je
A—Xzé, AX+XB=a i SD=AX,
BX a

to slijedi SD - l+9 =qa, odnosno SD = ab .
b a+b



3. Tacke (5.P(s})). (s,.P(s,)) T (s5.P(s3)) su kolinearne ako i samo ako
vVaZi
(S)—=5,) - P(s3) + (s, —S3) - P(s)) +(s5 =) - P(s,) = 0. (1)
UocCimo da polinomi stepena 0 1 zadovoljavaju uslove zadatka.
Nekasu s,,s,.5, eR takvidaje s, +s, +s;, =0. Tada vazi

(5, —S,) 55 +(5, = 55)- 57 +(S5 = 5))-5;

=8, = 5,) (s, + 52)3 +(2s, + Sl)'513 —(2s, + 52)'53

=(-1+1)-s' +(-3+1+2)-5°s, +(-3+3)-5°s2 +(~1+3-2)-555 +(1-1)-5;

=0.
Slijedi, polinom P(x)=x" zadovoljava uslove zadatka. Dakle,
polinomi oblika P(x)=ax®+bx+c, aeR\{0},b.ceR, zadovo-
ljavaju uslove zadatka.

3

Dokazimo da nema drugih riesenja.

I nacin.
Ako bi polinom P(x)=x*, k>2 je paran broj, bio riesenje, onda bi
za sve s,,s, e R moralo vaziti
0= (51 _52)'(51 +52)k +(252 +S1)'5{< _(251 +52)'SS-
Koeficijent uz s&*' polinoma od dvije promjenljive na desnoj strani

u prethodnoj jednakosti je jednak 2, pa data jednakost nije
tacna.
Ako pretpostavimo da postoji polinom parnog stepena n, koji je
riesenje:

P(x)=ax"+a, x"'+...+ax+a,, a, #0,
dobijomo da mora varziti a, =0, pa sljedi da polinomi parnog
stepena nijesu riesenja.

Ako bi polinom P(x)=x*, k>5 je neparan broj, bio riesenje,

onda biza sve s,,s, e R moralo vaziti
0=—(s,—5,)- (s +52)k +(2s, +S])'S{< —(2s, +52)‘Sl2<-
Koeficijent uz sfs, polinoma na desnoj strani u prethodnoj

jednakosti je jednak 3 -k, pa data jednakost nije tacna. Slijedi
da polinomi neparnog stepena > 5 nijesu riesenja.

Il naéin.
Ako je polinom P(x)=a.x"+a. _x""+...+ax+aq, riesenje, onda za
sve s,,S, eR vazi
($) = S5)- P(=8, = 8,) + (25, +5,)- P(s;) = (25, + 5,) - P(s,) = O.
Tada, uzimagjuci na primjer s, =x i s, =2x dobijamo relaciju



— X - P(-3x)+ 5x - P(x) — 4x - P(2x) =
iz koje slijedi

a((-3)+4-2“-5)=0, 0<k<n.
Neka je k>2 paran broj. Tada je

(-3)+4-2-5>32+4.2-5>0.
Neka je k>5 neparan broj. Tada vazi
(-3)+4-2“-5=-3+4.2-5
:—(2+]) +4.2-5
((2+1-4.2¢ +5)

<[ + k-2 4 k(k2 ) k2 42’<+5J

(g
(

2K+ +5)<0
X "+...+ax+q rieSenje, onda je
1 0 J J

n

Dakle, ako je P(x)=
a, =0 za k=0,3.

. UoCimo da vazi d,=d,=1. Neka je n>2. Sve zanimljiive
podskupove skupa {12,...,n} mozemo podijeliti na one koji sadrze

n i one koji ne sadrze n. Broj zanimljivih podskupova skupa
{12,....n} koji ne sadrze n jednak je broju zanimljivih podskupova

skupa {12,....,n—T}, odnosnho broju d,
Ako zanimljiv skup S <{1.2.....n} sadrzin, onda 1¢ S (jer ne S i broj
elemenata skupa S je bar 2). U ovom slucaju je S =S5, u{n}. gdje
je S c{2...n-1}, npr. § ={a,.....q}, tako da je
S, ={o,-1...a, -1}

zanimljiv podskup skupa {1.2,....n—2}.Slijedi da je broj zanimljivin
podskupova skupa {12,...,n} koji sadrze n jednak broju zanimljivin
podskupova skupa {12,...,n—2}, odnosno broju d, ,
Dakle,

dn = dn—] + dn—2 (1)
id=d,=1.
Primjenjuju¢i nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske

sredine na brojeve d— % ..... d”*‘ dobijomo

d d3 n+1 f
[d_ T, d T + j \/dn+2 (2)

Kako je, koristeci jednakost (1), —% = G , o je lijeva strana
k+1 k+1




nejednakosti (2) jednaka %(1—%+1—%+...+1—dd” ] pa nakon

3 4 n+2
primjene nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine
dobijamo:

PR (= =S« ' P RN e = S PR B
n d3 Cl4 dn+2 - d dn+2 n\/dn+1dn+2.

1z (2) 1 (3) slijedi
] ]

1- > .
Vdn+1dn+2 Vdn+2
$to je ekvivalentno trazenoj nejednakosti.

n+1

(3)



