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Vrijeme za rad: 240 minuta.

RjeSenja zadataka neophodno je detaljno obrazloziti. RjeSenja
koja ne budu sadrzala potfreban nivo obrazlozenja nece biti
razmatrana.

Raspodjela poena:

Zadatak 1. 2. 3. =
Maksimalan broj 25 25 25 25
poena

Pribor za rad: hemijska olovka.
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ZADACI

1. Neka su abcd poztivni realni brojevi takvi da je

a+b+c+d=4. Dokazati da vazi

(a++b)? . (b++/c)? (c+d)? . (d++Ja)?

N <16,
Ja?—ab+b? Jb2—bc+c? Jci-cd+d? d?—da+a?

. Naci sve prirodne brojeve n takve daje
2n-1)<=(n*+2)"
za neke m,k iz skupa prirodnih brojeva.

. Oko okruglog stola je na n stolica rasporedeno n ucenika, n>3.
Nastavnik je pripremio k>3 razlicitih zadataka i zeli svakom
ucCeniku postaviti po jedan zadatak, pri Cemu je dozvoljeno da
razliciti u€enici dobiju isti zadatak (dakle, zadatak moZe biti
postavien viSe puta), ali susjedni uCenici ne smiju dobiti isti
zadatak. Na koliko nacina nastavnik moze podijeliti zadatke
ucenicima?¢ Detaljno obrazloziti odgovor.

. Neka je O centar opisanog kruga frougla ABC. Prava CO sijecCe
visinu iz tiemena A u tacki K ineka su PiM sredista duzi AK i AC
redom. Ako opisana kruznica trougla BCM sijeCe AB u tacki D,
dokazati da je frougao PDO slican trouglu ADM.




RJESENJA ZADATAKA

1. Koriste¢i nejednakost izmedu geometrijske i aritmetiGke sredine
dobijaomo

(@++vb)?=a”+2avb +b
=a?+a-2-\Jb-1+b
<a’+alb+0)+b

—(a+b)(a+1). (1)

Na osnovu nejednakosti izmedu: (i) geometrijske i kvadratne sredi-
ne, (i) kvadratne i aritmeticke sredine, slijedi

mﬂ\/a2_02+b2+bz:\/a%b?@mb )
- 2 2,
Iz (1) i (2) dobijamo

(@+Jb)> _(a+b)(a+])

Ja?—ab+b?  a+tb

2

=2a+1),

odnosno

(a++b)? N (b ++c)? N (c+d)? . (d++a)
Ja? —ab+b® Jb*-bc+c® Nci-cd+d® Jd?-da+a?
<2a+1)+2b+1)+2(c+1)+2(d+1)

=16

2. Lako se provjerava da ni za jedan od brojeva iz skupa {12,3.4}ne
vazi data jednakost.
Ako je n=5, onda je osnova na lijevoj strani jednaka 9 =32, a na
desnoj 27 =3°, paje n=>5 riesenje.
Neka je n> 6 takav da je za neke prirodne brojeve m ik
2n-1)<=(n*+2)".
Tada vazi: prost broj p je djelilac broja n*+2 ako i samo ako p
dijeli 2n-1.
Neka je prost broj p zajednicki djelilac za n*+2 i 2n—-1. Tada je
n+2=p-r i 2n-1=p-q
za neke riq iz skupa prirodninh brojeva. Slijedi
(2n)* +8 = 4pr,
odnosno (pgq+1? +8=4pr, odnosno
p-(4r —pg* —2q) =9,
pa p dijeli 9. Kako je p prost broj dobijamo daje p=3.
Dakle, jedini prosti faktor brojeva n*+2 i 2n-1jednak je 3, pa je
n*+2=3% 17 2n-1=3°




za neke brojeve aib,pricemuje a>b>3. 1z

(2n)? +8=4-37i2n-1=3°
dobijamo 3°-3° +2.3° +9=4.3%, pa 3"dieli 9, a to nijje moguce
za b> 3. Dakle, ne postoji prirodan broj n> 6 koji ispunjava uslov
zadatka.

. Neka je AA,...A raspored uCenika oko okruglog stola u smjeru
kazalike na satu i oznacimo sa f(n,k) broj pridruzivanja zadataka.
Pretpostavimo da umijesto po krugu, imamo raspored AA,...A,
na pravoj. U fom sluC€aju ucenici A, i A, ne bi bili susjedni, pa je
broj nacina da se u¢enicima pridruze zadaci jednak k(k—-1"". Za

raspored na pravoj, sva pridruzivanja mozemo podijeliti na ona
kod kojih su A, i A,dobili razliCite zadatke i ona kod kojih su A, i

A, dobili isti zadatak. Broj prvih pridruzivanja jednak je f(n.k), @
broj drugih je jednak f(n—-1k), pa vazi
kik =1)"" =f(n,k)+f(n—=1,k).
Dakle,
f(n.k)=k(k =1)""=f(n-1k)
i oCigledno je f(3,k)=k(k-1)(k—-2), pa dobijamo
f(n.k)
=k(k=0""—k(k=1)"" +k(k =1"° =+ (=)""k(k =1 + (-1)"°k(k =) (k- 2)

iy 1 1 1 2 1 n-4 .
=k(k 1) [H[Ej +[Ej ++(mj J+(—]) k(k =1)(k—2)

] n-3
=)
—kk—) 5TV CSk(k =) (k= 2)

=(k=0"+ ()" k=1 +(=)"k(k -1 (k-2)
=(k=0"+(=1)"(k-1).

. Neka je A, podnozje visine iz

tlemena A (slika 1).

Cetvorougao BCMD je tetivan,

pa je ZDBC+ «/DMC =180 i vaiZi

/DMC + /DMA =180, pa slijedi

/DBC = /DMA. Kako je

ZOMC =907, to dobijomo

/DMO =90° — /DMA =90° — #/DBC,

a iz frougla ABA, je Y
ZAAB=90" — LZABA,,

Slika 1.



odnosno
/DAP =90 — ZDBC,
paje ZDAP=/DMO.

Ako bi dokazali da je AD _ AP dobicemo da je trougao DAP
MD OM

slican trouglu DOM (na osnovu prvog stava slicnosti trougloval),
pa ce iz DbP _AD i jednakosti ZODP = #Z4MDA slijediti frazena
DO DM

slicnost.
Trouglovi AMD i ABC su slicni, jer je ugao kod tiemena A
zajednicki i vazi ZABC = ZDMA (drugi stav slicnhosti tfrouglova), pa

AD AC v . AP AC
e —=——.Dokazmodaje —=—.

MD BC MO BC
Primjenom sinusne teoreme na trougao AKC dobijamo

AC AK
sinZAKC ~ sinZKCA'
Kako je OCA jednakokraki frougao, to vazi
JKCA = 20CA = 180= ;AOC ,
a sa druge strane O je centar opisanog kruga trougla ABC, $to
povilaci ZAOC =2/ABC, pa dobijamo
/KCA =90°- ZABC.
Slicno, BOC je jednakokraki trougao i ZBOC =2/BAC, pa je
/BCO=90°- Z/BAC, a kako je
ZAKC =180° - LAKC =180° - (90° - «BCO),

to dobijamo

ZAKC =180° — ZBAC.
Slijedi,
AC AK
sin/BAC ~ sin(90° — ZABC)’

Primijenjujuci sinusnu teoremu na frougao OMC dobijamo

oC _ OM
$in90°  sin(90° — ZABC)’
pa je AR _ ’,A‘C ., a kako je AK=2AP, slijedi
OM OC -sin/ZBAC
AP AC . . .
= - . Naqjzad, primjenom sinusne fteoreme na
OM  20C -sin/ZBAC
trougao ABC,

AC  BC
sin/ABC ~ sin/BAC
jer je OC poluprecnik opisanog kruga, pa je
AP AC AD
OM BC MD’
odnosno slijedi frazena slicnost.

=20C,




