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UPUTSTVO ZA TAKMICARE

Vrijeme za izradu zadataka: 240 minuta.

Svaki zadatak se boduje od 0 do 20 bodova (5 zadataka nosi
maksimalno 100 bodova).

Pri izradi zadataka uc¢enik moze koristiti geometrijski pribor. Nije
dozvoljena upotreba kalkulatora, mobilnih telefona i ostalih
elekironskih sredstava.



ZLADACI

1. Neka su a, b i ¢ poztivni realni brojevi. Dokazati da vaii
nejednakost
(a® +b* +c?)* > 3abc(a+b+c) .

2. U koordinantnoj ravni dato je pet tacaka A, A,, A, A, i A sa

cjelobrojnim koordinatama. Dokazati da medu tih pet tacaka postoje
barem dvije taCke tako da prava koja je njima odredena sadrzi jos
barem jednu tacku sa cjelobrojnim koordinatama.

3. Nekasu k, I, m i n prirodni brojevii p prost broj veéi od 3 za koje

vazi jednakost
pk_{_pl +pm :nz.

Dokazati da je broj p+1 djeljivsa 8.

4. Dato je pet du7i od kojih je svaka duza od 5 cm, a kraéa od 25 cm.

Dokazati da medu tim duzima postoje tri duzi od kojih se moze sastaviti
frougao.

5. Nekaje ABC ostrougli trougao sa ortocentrom H . Dokazati da vadi

a?+b?+c?

AH b, +BH -h, +CH -h, ==——

pricemu su a, b i ¢ duzine stranica trougla ABC, a h,, h, i h, duzine
visina frougla ABC spustene redom na stranice BC, CA i AB.




RJESENJA

1. Prvo rjeSenje. Koriste¢i nejednakost izmedu aritmetiGke i
geometrijske sredine za dva pozitivna broja (1j. nejednakost XLZy > [xy

za x>01i y>0), dobijamo

(@’ +b*+c?)* =a’ +b* +c* +2a’b® + 2b°c? + 2c%a’
a’b? +b%c® b?%c’®+c?a® c?a’+a’b?
+ +
2 2
> 2va’b?c? +2vb%c%a? + 2vc*a?h? +vab*c? ++b2ca? ++c2a*h? =
3(a’bc +b*ca + c*ab) = 3abc(a+b +c),

=(a* +b%c®) + (b* +c*a’)+(c* +a’h?) +

odakle slijedi
(a® +b* +c*)* > 3abc(a+b+c),

sto se i tvrdilo u zadatku. 1z prethodnog dokaza slijedi da jednakost u
datoj nejednakosti vazi ako i samo ako je a=b=c.

Drugo rjesenje. Na osnovu nejednakosti izmedu kvadratne i
geometrijske sredine za tri pozitivna broja vazi

2 2 2
/%23 abC’

odakle stepenovanjem sa 3 slijedi

2 2 2\3
u > abc. (])
3

S druge strane, na osnovu nejednakosti izmedu kvadratne i aritmeticke
sredine za tri pozitivna broja vazi

2 2 2
Ia +b°+c 2a+b+c. 2)
3 3

Mnozenjem nejednakosti (1) i (2) neposredno se dobija

(@® +b* +¢?)? , abc(a+b+c)
9 B 3 ’

odakle slijedi



(a® +b* +c?)* > 3abc(a+b +c),

§to se i tvrdilo u zadatku. Iz prethodnog dokaza slijedi da jednakost u
datoj nejednakosti vazi ako i samo ako je a=b=c.

2. Neka su date tacke date svojim koordinatama kao A (X, Vi)
k=12345. Date tacke grupisimo u Cetiri klase na sljedec¢i nacin. U
prvu klasu uvrstimo tacke A (x.,y,) Cije su obje koordinate x, i y, pamni
brojevi; u drugu klasu uvrstimo tacke A (x,,Y,) Cije su obje koordinate
X, | Y, neparni parni brojevi ; u frecu klasu uvrstimo tacke A (x.,Y,)
Cija je koordinata x, paran broj, a koordinata y, neparan broj; u
Cetvrtu klasu uvrstimo tacke A (x,,Y,) Cija je koordinata x, neparan
broj, a koordinata y, paran broj. Tada na osnovu Dirihleovog principa
zakljucujemo da medu datih pet tacaka postoje barem dvije tacke
A, y) 1A (X;,y;) (1<i< j<5) koje pripadaju istoj klasi. To znaci da za
koordinate te dvije tacke vazi x; =x;(mod2) i y,=y;(mod2). Kako

— X, + X Y
srediste S(x,y) duzi A/A; ima koordinate x= '2 L y=% , iz

prethodno navedenog slijedi da tacka S(x,y) ima cjelobrojne
koordinate. Kako tacka S(x,y) leZzi na pravoj AA,, time je tvrdenje

zadatka dokazano.

3. Bez smanjenja opstosti mozemo pretpostaviti da je k<l <m. Tada
datu jednakost piSemo kao

P+ p' ™+ p"*)=n’ (1)

Iz jednakosti (1) i pretpostavke da je p>3 prost broj slijedi da je n
neparan prirodan broj. Ako stavimo n=2r-1, pri Cemu je r prirodan
broj, tada vazi

n’=(2r-1)*%=4r(r-1)+1=1(mod8) . (2)

(U (2) smo koristili Cinjenicu da je r(r-1) paran broj i stoga je 4r(r-1))
djeljivo sa 8). Kako je po pretpostavci p prost broj veci od 3, to su
ocigledno brojevi p* i1+ p'™ + p™* relativho prosti. Otuda i iz &injenice
da je na osnovu jednakosti (1) n® djeljivo sa p*, slijedi da je k paran
broj. Ako stavimo k=2s i p=2g+1, pri Cemu su s i q=2 prirodni
brojevi, tfada vazi



p* =(29+1)* =(49(q+1) +1)° =1(mod8) . (3)
Iz jednakosti (1) i kongruencija (2) i (3) slijedi

1+ p' ™+ p"™* =1(mod8),
odnosno
p' ™+ p™* =0(mod8). (4)

Kongruenciju (4) mozemo napisati u obliku

p' @+ p™")=0(mod8),
odakle slijedi
1+ p™' =0(mod$8). (5)

Iz kongruencije (5) i iz pretpostavke m=>1 slijedi da je m—1 neparan
prirodan broj (u protivnom bi na isti nacin kao u (3) dobili
1+ p™' =2(mod8), §to je u kontradikcii sa kongruencijom (5)). Ako
stavimo m-1=2t-1, gdje je t prirodan broj, tada kao prethodno
stavljaju¢i p=2gq+1, pri Cemu je =2 prirodan broj, slicno kao u (3)
slijedi

p" = p* P p=(29+1)*" " p=(4q(q+1)+1)"" p = p(mods8). (6)
Konacno, iz kongruencija (5) i (6) slijedi
1+ p =0(mod8),

t. broj p+1 je djeljiv sa 8, sto se i tvrdilo u zadatku.

4. Neka su duzine datih duzi a, b, ¢, d i e, pri E¢emu ne smanjujudi
opstost mozemo pretpostaviti da je 5bem<a<b<c<d<e<25cm.
Pretpostavimo suprotno, tj. da se ni od koje trojke od pet datih duzi ne
moze sastaviti frougao. Od duzi a, b i ¢ se ne moze sastaviti trougao
ako je c=a+b, odakle na osnovu pretpostvke da je
a+b>5cm+5cm=10cm slijedi ¢>10cm. Nadalje, od duzi b, ¢ i d se ne
moze sastaviti trougao ako je d=b+c, odakle s obzirom da je
b+ ¢ >5cm+10cm =15cm slijedi d >15cm. Konacno, od duzi ¢, d i e se ne
moze sastaviti trougao ako je e>c+d, odakle s obzrom da je
c+d >10cm+15cm =25cm, slijedi e>25cm. Kako je po pretpostavci
e <25cm, dobili smo kontradikciju, sto znaci da postoje tri duzi medu
datih pet duzi od kojih se moze sastaviti trougao.



5. Nekasu D, E i F podnoZja visina spustenih iz vrhova trougla ABC
redom na sftranice BC, CA i AB (donja slika). Kako je
ZAFH + ZAEH =90° +90° =180°, zakljuCujemo da je Cetverougao AEHF
tetivni. Na analogan nacin slijedi da su i Cetverouglovi BFHD i CDHE
takode fteftivni. KoristeCi potenciju tacke A u odnosu na kruznice
opisane oko cetverouglova BFHD i CDHE, redom dobijamo

AH - AD = AF - AB, 1)

AH - AD = AE -CA. (2)
Slicno, koristeci potenciju taCke B u odnosu na kruznice opisane oko
Cetverouglova AEHF i CDHE, redom dobijamo

BH - BE = BF - AB, (3)

BH-BE =BD-BC. (4)
Analogno, koristeCi potenciju tacke C u odnosu na kruznice opisane
oko Cetverouglova BFHD i AEHF , redom dobijamo

CH -CF =CD-BC, (5)
CH -CF =CE-CA. (6)
Sabiranjem jednakosti (1)-(6) dobijamo

2(AH - AD + BH - BE + CH -CF)
= (AF +BF)- AB +(BD +CD) - BC + (AE +CE) - CA,
odakle zamjenom AF +BF =AB=c, BD+CD=BC=a, AE+CE =CA=D,
AD =h,, BE =h, i CF =h_ slijedi
2(AH -h, +BH -h, +CH -h ) =a* +b* +c?,
odnosno
AH-ha+BH-hb+CH-hC=aZL22+CZ

sto se i tvrdilo u zadatku.




